
 
Übungsstunde Analysis 2
Teutige Themen

Implizite Funktionen
isRepetition Jacobimatrix
Verallgemeinerung mehrdimensionale Ketterregel

mplizite Funktionen implizites Funktionentheoren

Z Gegeben ist eine lit nicht lineare Gleichung oder ein

Gleichungssystem

Gtxg 1 5 0

Auflösen nach bzw y ergibt eine Funktion ggtx bzw xWg

µ

s s

3cm Abgebildet ist die gesamte Nullstellung wenn

wir im folgenden also davon sprechen eine

explizite Darstellung der Funktion in einer

Umgebung einer Nullstelle von f zu finden

dann kann das eine Umgebung irgend eines
Punktes auf den gezeichneten Graphen sein
Einfachheitshalber betrachten wir nur 10,0 1,0



Wollen wissen

Existieren g h lokal Idk für x g
EU U eine kleine Umgebung

einer Nullstelle von f
Sind g h diffbar was ist ggf die Ableitung

n beachten

Für 1 1 1 0 gibt es genau 2 Lösungen für y von

f x g o Für lyle 540 gibt es genau 4 Lösungen für
X

In keine Umgebung des Ursprungs existiert eine lokale

eindeutige Auflösung der Gleichung
Bemerke

flo.co 2 11 42 7 1 33 0 0 D
Yip

5 81010 2 1µg o.o
Darstellung

In keiner Umgebung von lt 1,0 gibt es eine eindeutige
Auflösung der Form geglx aber es gibt eine
Auflösung der Form x klug

I
If 11,0 0 Eine exp Darstellung

811.0
klug

Keine exp Darstellung 5 gut



Allgemeiner Fall Wir interessieren uns für g gtx

f UE 1124112 IR

y H flug
xn.xz.n.tnyni ym

lösen

n

I

Ju ni u Xu Ja Ju 0

lokal nach g ey gr auf Bezeichne die Lösung falls
existent als g gtx
Notation Jacobi Matrix bzw Funktionalmatrix

dx.fr Jxnfnpy.fr Synth
i
I

p
ISIS

Ikönnt eine bet
Darstellung wählen fn f Yg.fr tyn.fr

f fly Jf
3cm Diese partiellen Ableitungen nach mehreren Variablen

enthalten analog zur gesamten Jacobimatrix einfach
die Informationen zu allen Ableitungen in den von

eben diesen Variablen aufgespannten Unterraum



uplizites Funktionentheorem

Sei f Uc IR HR IR eine Abbildung und sei a b eine

VST von f dh flab O a b EU

Sei fjla.be eine invertierbare Matrix

7am gibt es Umgebungen li von a und U von b und

eine C Abbildung g U u so dass die Nullstellerunge
von f in U XU genau der Graph von g ist

flug 0 x g EU U geglx

Erne gilt
fila.SI

g la Ü Siglo
3emisskizze für Interessierte
Wir betrachten eine Hilfsfunktion

uckhxlRIIRY.IR x g m flx.gl
Jementsprechend gilt für NST jetzt la b a o

Wir berechnen

Knie 0
dann E'laid

gyms ffn



Wobei Ana die texte Einheits matrix ist
Könnt euch selbst kurz überlegen warum die totale

Ableitung von dem Vektor nach sich selbst die
Einheits matrix ergeben muss

Einschub inverses Funktionentheoren
ch weiss nicht ob das in FT behandelt wurde
aber es lautet wie folgt
Sei f IR IR E C und gilt

detlf det df 0

dann ist f in einer Umgebung von ein

Diffeomorphism us bijektiv wobei die Abbildung
selbst sowie f c sind
Es existiert dann also eine Inverse

Beweis ist äusserst mühsam aber das Ergebnis
sollte mit eurer LinAlg Kenntnissen immerhin Sinn

ergeben df dort keinen Rangverlust haben

Ausserdem gilt dann für die Ableitungs
Abl der Inversen ist

d f
1
Ig dfl x

1
gerade die Inverse
der Jacobi Matrix



Ja nach der Voraussetzung fjla.be invertierbar

ist detlfb.lab 0 iv FT ist auch E'lab

nuertierbar detlOIYa.bD ftyla.SI 0 da jainvertierbar
her FT E ist ein lokaler Diffeomorphismus in

a b d h es existiert eine Umgebung noch von

a b so dass OI Mo Othello V ein Diffeomorphismus
st Sei E die Umkehrabbildung Dann gilt

EH.nl B hin II In
für eine E Funktion h Dann gilt

flx.gl 0 s OIlx.gl 0 y hlx.co

Insbesondere b bla 0
Ja h stetig ist ja sogar nach dem iv FT

kann man immer Umgebungen U von a sowie

U von b wählen mit Link U so dass

Ux c n htt 0 EU Definiere g U U glxt hlx.ch
Wegen ist dies die gewünschte explizite
Auflösung o



3erechnung der Ableitung
Leite flx.gl 0 ab

Kettenregel
d d

dfflx.gl DI flaulx

wlx Hilfsfunktion Eni's Verstaendnis wlx

ddw flwh DIwlxkfeixlwlxdfblwh.IT fII o o

a0 f
lwlxDtfjlwlxhgkxl.fi

x glxDtf'ylx.glxDg'lxI

ag'lx lf'ylx.gl Jfk gut

Bem In der lokalen Umgebung U gilt gtx y
dann kann man diese Ableitungsformel
auch nutzen ausserhalb nicht mehr

In a y gla b

g'la lfjla.bljflla.SI



ISI Betrachte das Gts

Itt yay
Ink tasty 7 0

t Ji Jz Xynty yztyz.tt 2 0

Ist das GLS lösbar in der Nähe der NST 2 1,0

L I Hätt

der

is

ii II il
Invertierbar def figl 1,0 3 0 ja

hupt FT In einen kleinen Intervall um 2 gibt es

eine C Funktion g I 1122 so dass

geht gz 2 und

fjlx.gr x gzlxD 0txEI j 1,2



letterregel
Zepetition Tipps Serie e f IR IR lx.yi sflx.gl

µ IR t SCH

II dfflxltt.ylts gfflx.gl tJjflxyIdduf

Ben Gedacht für Skalarfelder f nur ID output

Allgemeinere fetterege f IR xp IR
y felt y
un yln.ir

DIE Hass Islay
Alternative Schreibweise

glu.ie f Vento feld da 2 Outputs

f IR SIR J n flug

d h fog 1122 1121 Inu Joy In

um E Hand



Oü
folgt

dt dg
analog zum ID Fall DJ d

Neu ist nur dass
df df

dg dT.gg If If die Ableitungen nur

aus Jacobi Matrizen
bestehen und element

1 sprechend Matrix Mutt
vorkommen können

nie Ii
1 7 7

I I

dd flags tfjflx.gl von oben

Stimmt also mit unserer alten Formel überein



Isp Betrachte die Abbildungen

ein ni 1

g I slR.fisxztjtz23erechnedlgof
ohne und mit der Ketterregel

3en lasst euch nie von den Variabel names
verwirren in beiden Funktionen haben wir

X ghz aber durch die Verkettung ist

das von g nur xty Falls ihr

Schwierigkeiten mit solchen Dingen habt
benennt einfach einen Variabel satz um

z.B auf u usw

1 Ohne Kettenregel
Wir bestimmen

gof g If x y glxty.x y.ir y 1I

lxty 2tlx y2tlx2ty2 1

fIYytyftA
2fytgftxttg.tt 1 2 25 21 2A

yetZug 11 1 455 1

d gof 4 31 4 5 lystexzy



2 Mit Kettenregel

dlgoft dffjglflxiyh ddgglfhyD.de flxy

mit ddg glflx.gl 7 glxtg.x y.ir tj
1

f2lxty 2lx y 2lx2ty 1

Ben Hier dürft ihr keinesfalls vergessen flx.gl
für x g z einzusetzen typischer Fehler

Ära
dlg.fr f2lxtgI2lx yI2lEt5 1B

z Iy

f2lxty t2Lx y tlxlx'ty
1 21 tg 2lx yltlylxztj 1

fexlxztyylg.hr ty

4 3 4 5 hysttyx



Nachtrag Taylorreihe d polynom sowie fehlen

sie ganze Theorie zur Thematik findet sich

n du Tipps zur Serie 4 hier rechne ich

noch ein Beispiel mit reichlich Kommentar

3en Die Fehlerabschätzung wird nicht behandelt

da diese analog zu Analysis 1 gehandhabt
werden muss und ich nirgends ein
passendes Beispiel fand

Isp Wir betrachten eine Funktion in drei

Variablen um die allgemeine Taylorpolynom
formel ausnutzen zu können

Benecke das Taylorpolynom 2 Ordnung von

flxiy.az ty tz Zxyz
an der Stelle a v 0,0

Wir wissen dass

Tpflx.at II fü d a x a

fla t dfla x a t D a x a t

L fla K a

zu Hg a x a



f a t Dfl a x a t Gtx a Hg a x a t

wobei Hyla die Hesselsche Matrix ist für

welche

Hgk ÄH io dt HI 4.81

v Naha Operator f
S Html 4 tue

n

III f Kuhnt

gilt Hgk ist die zweite Ableitung DJ von f
Wir berechnen für die Formel also

f y byf Zy 2 xz.bz f 27 2 3

J Igf Jg xf t.bz f tz y Jytzf tzt.gg
i

Satz von

schwarz dit Ijf JEF

D df a Kf tyftz JIK.y.zs.co.o.co 0 00



at L

D Tzfflx.az wird flow o t dfl0,9031

Eni z.nl D
ty tz

3em Hätte man von Beginn an sehen können

da wir eine quadratische Annäherung in

jeder Variable machen somit fällt einfach

der kubische Tum 2 xyz weg

Frage an euch Was wäre die Taylorreihe
von flx.y.az Analog zu Analysis I


